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Dois péndulos simples de massa M estao conectados por uma barra rigida de massa 2m
que se mantém sempre na horizontal. Os péndulos sao presos nos pontos 1 e 2. A distancia
entre os pontos 1 e 2 é D. Modelaremos o problema como sendo composto por 4 corpos: 1,

2, 3 e 4 conforme o desenho a seguir.

Para uma dada configuragao do sistema, as posigoes dos corpos sao dadas por (h = L—H):
x1 = hsiné

Yy = —hcos@
To=x1+D =hsinf+D
ys = —hcosf
r3 = hsinf + H sin 6,
y3 = —hcos® — H cos 0,

ry = hsin® + Hsinfy + D



ys = —hcost — H cos b,

T = h cos 0
4y = hfsin b
TYo=x1+D = hé cos 0
Yo = h sin 6
Z5 = hf cos§ + Hb; cos 6,
ys = hfsin 6 + H6, sin 6,
Ty = hécos@—l—HQécos%

Ya = hOsin O + Hbs, sin 6,

A energia cinética do sistema é dada por:

+ o+ o+ o+ 0+

+ o+

1 . . 1 . . 1 . . . .
§m[$12 + 41°] + ém[xf + 142°] + §M[$32 + 4j3% + 247 + 447 (1)
mh292 +

%M[(h@ cos @ + Hf, cos6,)* + (hfsin @ + H, sin 0,)?
(h cos 0 + Hb, cos 05)% + (h0sin 0 + Hb, sin 6,)?]
mh20” +

%M[h292 cos® 0 + 2hHO0, cos 0 cos O, + H2912 cos? 0; +

h292 sin? 6 + QhHégl sin fsin 8 + H2912 sin® 0,

h292 cos? 0 + 2hHO0s cos 0 cos O + H2922 cos? 0y +

h20° sin? 0 + 2hHO0, sin O sin Oy + H2922 sin? 0]

mh0° +

%M[2h292 + H2," + H%," +

2hHO6, cos(8 — 61) + 2hHO05 cos(0 — 05)]

H;(éf 4 6,7) + hHO6, cos(0 — 0y) + hHOG, cos(6 — 65)]

(2)

mh20° + M[h20" +



A energia potencial é dada por:

U = mgy, +mgys + Mgys + Mgy,
= —mghcosf —mghcos — Mg(hcos® + H cost) — Mg(hcos8 + H cos 0y)
= —2(m + M)ghcos — MgH (cos 6, + cos 0s) (3)

A Lagrangiana L = T — U para o sistema sera :
H2

2
+ 2(m+ M)ghcosf + MgH (cos 0; + cos 6s) (4)

L = (m+ ]\4)h292 + M| (912 + 922) + hHO6, cos(6 — 61) + hHO0 cos(6 — 6,)]

A partir de L obteremos as equagoes de movimento para os corpos do sistema. Primeira-
mente para os corpos 1 e 2, que se comportam como se fosse um s6. A equagao de movimento

para eles esté relacionada ao angulo 6.

oL

20 = —MHhO, sin(0 — 6,) — MHIOG,sin(0 — 0;) — 2(m + M)ghsin 6 (5)

L . . .
% = 2(m + M)h*0 + MhH0, cos(0 — 0,) + MhH0 cos(6 — 0,) (6)

d (OL .
+ MRHG, cos(0 — 6,) — MhHOG, sin(6 — 6,) + MhH6,” sin(6 — 0,)

+ MhH6, cos(0 — 0) — MhHEGsin(0 — 0,) + MhHE, sin(0 — 6,) (7

Assim:

oL  d (L
o =i (%) )
—2(m + M)ghsing = 2(m + M)h26 + MhH6, cos(0 — 0,) + MhHE,” sin(6 — 0,)

+ MRHG6cos(0 — 62) + MhHG, sin(0 — 6s)

(10)



que resulta em

[0 cos(6 — 61) + 0 cos(6 — 05) + b, sin(f — 6,) + b, sin(f — 02)] = 0
(11)

. g MH
i+ dsng+ 22
St S

Para o corpo 3, relacionada ao angulo 6, temos

STL = MHhH6, sin(0 — ;) — MgH sin 6, (12)
1

3_[./ = MH?*0, + MhHG6 cos(6 — 6,) (13)

01

4 (a—L> = MH?%), +

dt \ 06,
+ MhHO cos(0 — 61) + MhHO6, sin(0 — 6,) — MhHO?sin(6 — 0,)
(14)
oL d (0L
= — 2= 1
06, dt <391) (15)
—~MgHsin0, = MH?0, + MhHI[0 cos(0 — 6,) — 0’ sin(f — 6,)]
(16)
0 que resulta em
6+ L siny + Ll cos(0 — 0,) — 6 sin(6— 0,)] = 0 17)
1—|—Hsm 1+H[ cos(d —6,) — 0 sin(0 — 6,)] = (
Finalmente, para o corpo 4, relacionada ao angulo 65, temos
oL e .
7N M HhO0,sin(0 — 65) — MgH sin 6, (18)
2
oL ) :
o = MH*0y+ MhHO cos(0 — 0) (19)
2



d (0L .
dt (@&) ’

+ MhHO cos(0 — 05) + MhHO60,sin(0 — 6,) — MhHO?sin(6 — 0,)

(20)
oL _d (oL
0y dt \ o4,
—MgHsin6, = MH?G, + MhH[f cos( — 05) — §” sin(6 — 65)]
(21)
0 que resulta em
. g . h . -2 .
0y + = sinfy + — [0 cos(d — 3) — 6 sin(f — 6,)] = 0 (22)

H H

Portanto, as equagoes do sistema que vao descrever o movimento dos corpos do sistema

Sao:

(

. g MH
G+ 9singr "
S S ah

3 _ ho. 2
6, + %slnel + [0 cos(t — 61) — 6 sin(0 — 61)] = 0

. ' ho. o
k92 + % sin 0y + E[O cos(f — 0y) — 0 sin(f — 02)] =0
(23)

Considerando a aproximacao para angulos pequenos, ou seja, 61 >~ 0, ~ 0,60, < 1,0, < 1,
6 < 1 teremos que sinf ~ 6, sinf; ~ 6y, sinfly =~ Oy, sin(f — 612) ~ 0, cos(d — 6,2) ~ 1.

Assim, as equagoes (23) sao simplificadas para

(

. g MH . .
jrdgs ML G
R a0l =0

. .
O R L (24)
1+H1+H 0

. g hooo
\92+H92+H0_0

Se ainda supormos que a massa da barra é muito menor que a massa dos péndulos
M 1

m+ M 1+m/M

(m < M) teremos ~ 1 e assim

[0 cos(0 — 61) 4 6 cos(6 — 65) + 6, sin(f — 6;) + 6, sin(f — 609)] =0



g H B
9+h9+2h[91+02] =

01+H91+H6_0 (25)

. g h .
O+ =0+ —=0=0
SER TR
Substituindo a primeira equagao de (25) na segunda e terceira, teremos as equagoes

associadas ao movimento dos péndulos simples acoplados:

. g g

b6+ 2o 6,6,6

"1+H LT a(6, 6y, 2) 0 (26)
92+i92 }(—][ (0,6,,6,) =0

onde definimos «/(6, 0;, 02) =40 —i— [91 + 92]
Agora iremos fazer algumas mampulagoes algébricas para escrever o em termos de 6; e

fy. Usando as expressoes para 6, e 0, da Eq. (25), podemos reescrever a como

H . . H g g g g
— 0+ i+ 6)=0+—]-Tg 99,4+ L.
a =0+ o 0t 0] =0+ 5 =g+ o — 0 + el

Simplificando, chegamos a

_91-1—92 _91-1—92
0 = 5 — 0 = 5

Substituindo na primeira equacao de (25)

9 _
9+h6+2h[91+92]_ ,

temos

9“1—1-92 g H
TR0t ol

de onde obtemos

Assim,




Subtraindo-se as equagoes de (26), teremos o primeiro modo normal:

(01— 62) + (61 — 62) = 0 (28)

Somando-se as equagoes de (26), teremos o segundo modo normal:

(G, + 65) + %(91 40y —20) =0 (29)
. g h
(01 4 62) + E(el + 6y — m(el +65)) =0 (30)
L g
(91 + 92) + H——l—h(el + 92) =0 (31)

Com a aproximagao de angulos pequenos, temos que 6y ~ z1/(H +h) e 0y ~ xo/(H + h),

assim, usando a Eq. (27), as equagdes (26) tomam a forma de

== - L T+
T H[ 1 Q(Hh—l—h)( 1+ 22)] (32)
. g
Ty = —rlwe = m(% + 73)]
Portanto, A(l’l, IL‘Q) = m(l’l + ZEQ).



